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平均非扩张映射的迭代格式

崔云安， 张佳兴
( 哈尔滨理工大学 理学院，哈尔滨 150080)

摘 要:基于 Mann迭代、Ishikawa迭代以及一些其他的二步迭代三步迭代的构造方式，构造出
两种新的四步迭代格式和一种 n步迭代，在一致凸的 Banach空间中的非空有界闭凸子集中研究了
这两种四步迭代格式与平均非扩张映射 T不动点之间的关系，并得到了新定义的 n 步迭代收敛于
平均非扩张映射 T的不动点的一个充分条件。
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Abstract: Based on Mann iteration，Ishikawa iteration and some other two-step iteration，three-step iteration
methods，two new four-step iteration schemes and one n-step iteration are constructed． A nonempty bounded closed
convex subsetIn of a uniformly convex Banach space，the relationship between the two four-step iterative schemes
and the fixed point of the mean nonexpansive mapping T is studied． A sufficient condition for the n-step iteration to
converge to the fixed point of the mean nonexpansive mapping T is obtained．
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0 引 言

不动点理论的研究无疑是一个重要的现代数学

研究方向，它是基础数学的重要组成部分，不仅仅是

在数学中涉及很多，而且在其他领域也有着广泛的

应用。在研究不动点理论的过程中，迭代格式起着
重要的作用。1922 年，波兰数学家 BANACH 通过
使用 Picard迭代，证明了著名的 Banach压缩映象原
理［1］。20 世纪 50 年代，MANN 提出了 Mann 迭

代［2］，受到 Mann 迭代的启发，1974 年 ISHIKAWA
引入了新的迭代过程［3］。从某种意义上讲，它是比
Mann迭代更具一般性的迭代，20 世纪 70 年代前
后，作为压缩映射自然推广的非扩张映射被提出，后

来，张石生、CHIDUME 等人对不同映射下的 Mann
迭代和 Ishikawa迭代做了很多的工作，并得到了许
多成果［4 － 10］。
在对文［11 － 20］中关于平均非扩张映射的不

动点问题研究方法以及迭代格式进行分析后，借助

在一致凸的 Banach 空间中平均非扩张映射的不动



点的性质，本文尝试构造一些新的迭代格式，研究迭

代格式与不动点之间的关系，得到相应结论以及迭

代收敛的充分条件。

1 基本定义

定义 1［1］ 设 X 为 Banach 空间，T ∶ X→X 为一
映射，如果存在常数 k∈( 0，1) ，对任意 x，y∈X，有

‖Tx － Ty‖≤k‖x － y‖
则称 T为压缩映射。
定义 2［2］ 设 X 是 Banach 空间，K 是 X 的子

集，连续映射 T∶ K→X称为平均非扩张的，若
‖Tx － Ty‖≤a‖x － y‖ + b‖x － Ty‖

其中x，y∈K，a，b≥0，a + b≤1。
定义 3［5］ 设 X 是 Banach 空间，K 是 X 的子

集，连续映射 T∶ K→X称为平均非扩张的，若
‖Tx － Ty‖≤a‖x － y‖ + b { ‖x － Tx‖ +

‖y － Ty‖} + c{‖x － Ty‖ +‖y － Tx‖}
其中x，y∈K，a，b，c≥0，a + 2b + 2c≤1。
定义 4［2］ 由迭代 xn = ( 1 － αn ) xn － 1 + αnTxn － 1

得到的迭代序列 { xn } 为 Mann 迭代，其中 αn

∈( 0，1) 。
引理 1［1］ 若 T 为压缩映射，则必存在唯一一

点 x0∈X，使得 Tx0 = x0。

引理 2［5］ 设 X是自反的 Banach 空间，K 是 X
中的有界非空闭凸子集，设 T 是映 K 到自身的连续
映象且满足:

1) ‖Tx － Ty‖≤a‖x － y‖ + b‖x － Tx‖ +
c‖x － Ty‖，x，y∈K，其中 a，b，c≥0，a + b + c≤1;

2) K具正规结构: 即对 K 中每一包含不止一点
的闭凸集 F，存在一点 xF∈F，使得

sup
y∈F
‖xF － y‖ ＜ δ( F) ( F的直径)

则 T在 K中存在不动点。
引理 3［6］ X是一致凸 Banach空间的充分必要

条件为对任意的序列{ tn } ［a，b］且 0 ＜ a≤b ＜ 1，
若序列{ xn } ，{ yn } X，使得‖xn‖ = 1，‖yn‖ = 1，
‖( 1 － tn ) xn + tnyn‖→1，则‖xn － yn‖→0。

2 主要内容

定理 1 设 X是一致凸的 Banach空间，K是 X中
的有界非空闭凸子集，T ∶ K→K 为平均非扩张映射
( 定 义 3 ) 。序 列 { αn}

∞
n = 1，{ βn}

∞
n = 1，{ φn}

∞
n = 1，

( 0，1) ，{ γn}
∞
n = 1 0，( )1

2 且{ αn}［c，d］，0 ＜ c≤

d ＜ 1，序列{ xn}
∞
n = 1满足:

x1∈K

zn = ( 1 － αn ) xn + αnT( xn )

yn = ( 1 － βn ) zn + βnT( zn )

wn = ( 1 － φn ) yn + φnT( yn )

xn + 1 = ( 1 － 2γn ) T( zn ) + γnT( yn ) + γnT( wn












)

( 1)

则 T 在 K 上存在不动点，且{ xn }
∞
n = 1收敛于此不

动点。
证明: 根据引理 2 可知 Fix ( T ) ≠ φ。试证

lim
n→∞
‖xn － p‖存在，取 p∈Fix( T) 有

‖zn － p‖ =‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ ≤
( 1 － αn ) ‖xn － p‖ + αna‖xn － p‖ +
αnb‖xn － p‖ =‖xn － p‖ ( 2)
类似可得

‖wn － p‖ =‖yn － p‖≤‖zn － p‖≤‖xn － p‖ ( 3)
利用式( 3) ，得到
‖xn + 1 － p‖ =‖( 1 － 2γn ) T( zn ) + γnT( yn ) +
γnT( wn ) － p‖≤
( 1 － 2γn ) ‖T( zn ) － T( p) ‖ + γn‖T( yn ) －
T( p) ‖ + γn‖T( wn ) － T( p) ‖≤
( 1 － 2γn ) ‖zn － p‖ + γn‖yn － p‖ +
γn‖wn － p‖≤‖zn － p‖≤‖xn － p‖ ( 4)
于是得到了对于n≥1，都有‖xn +1 － p‖≤‖xn － p‖
的结论，说明了有界数列‖ xn － p‖是递减因此
lim
n→∞
‖xn － p‖存在且 { xn } 有界。然后，拟证明

lim
n→∞
‖xn － T( xn ) ‖ = 0。

不失一般性，假设 r∶ = lim
n→∞
‖xn － p‖ ( 5)

因此
limsup

n→∞
‖T( xn ) － p‖≤limsup

n→∞
( a‖xn － p‖ +

b‖xn － p‖) ≤
limsup

n→∞
‖xn － p‖ = r ( 6)

由式( 2) 得到
limsup

n→∞
‖zn － p‖≤r ( 7)

现在，由式( 4) 可知
r = limsup

n→∞
‖xn + 1 － p‖≤‖zn － p‖ ( 8)

由式( 7) 和( 8) 得
r = limsup

n→∞
‖zn － p‖ =

limsup
n→∞

‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖

即
limsup

n→∞
‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ = r ( 9)
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根据引理 3 和式( 5) 、( 6) 、( 9) ，得到
lim
n→∞
‖xn － T( xn ) ‖ = 0 ( 10)

最后，我们证明 T( xn ) = p且 p是 T在 K上存在
唯一不动点。
‖xn － p‖≤‖xn －T( xn)‖ +‖T( xn) － p‖ =
‖xn － T( xn ) ‖ + ( a + b) ‖xn － p‖
即

‖xn － p‖≤
‖xn － T( xn ) ‖
1 － ( a + b)

由 a + b ＜ 1 和( 10) 得
‖xn － p‖→0
即证 T 在 K 上存在不动点 p，且{ xn}

∞
n = 1收敛

于 p。
定理 2 设 X 是一致凸的 Banach 空间，K 是 X

中的有界非空闭凸子集且具有正规结构，T ∶ K→K
为平均非扩张映射。以下序列都属于( 0，1 ) 区间且

{ α1n}［c，d］，0 ＜ c≤d ＜ 1，∑
m

i = 1
bin = 1 序列{ xn}

∞
n = 1

满足:

x1∈K

y1n = T( ( 1 － α1n ) xn + α1nT( xn ) )

y2n = T( ( 1 － α2n ) y1n + α2nT( y1n ) )


ymn = T( ( 1 － αmn ) y ( m － 1) n + αmnT( y ( m － n) n ) )

xn + 1 = T( ∑
m

i = 1
binT( yin















) )

则 T 在 K 上存在不动点，且{ xn }
∞
n = 1收敛于此不

动点。
证明: 根据引理 2 知 T 在 K 中存在不动点，即

Fix( T)≠φ。试证明对每个 p∈Fix( T) ，lim
n→∞
‖xn － p‖

存在，为此，我们令 p∈Fix( T) 。
通过{ αn}

∞
n = 1( 0，1) ，对n∈N，有

‖y1n －p‖ =‖T( ( 1 －α1n) x1n +α1nT( xn) ) －p‖≤
a‖( 1 － α1n ) xn + α1nT( xn ) － p‖ +
b‖( 1 － α1n ) xn + α1nT( xn ) － p‖≤
( 1 － α1n ) ‖xn － p‖ + α1n‖T( xn ) － p‖≤
( 1 － α1n ) ‖xn － p‖ + α1na‖xn － p‖ +
α1nb‖xn － p‖ =‖xn － p‖
对n∈N，同理有
‖y2n － p‖≤‖y1n － p‖≤‖xn － p‖ ( 11)
‖ymn － p‖≤‖y ( m － 1) n － p‖≤…≤‖y1n － p‖≤
‖xn － p‖ ( 12)
从式( 11) 和( 12) ，得出

‖xn + 1 － p‖ =‖T( ∑
m

i = 1
binT( yin ) ) － T( p) ‖≤

a‖∑
m

i = 1
binT( yin ) － p‖ + b‖∑

m

i = 1
binT( yin ) － p‖≤

∑
m

i = 1
‖binT( yin ) － p‖≤

∑
m

i = 1
bin‖yin － p‖≤

∑
m

i = 1
bin‖xn － p‖≤‖xn － p‖

于是，对于n≥1，有‖xn = 1 － p‖≤‖xn － p‖。这
意味着，‖ xn － p‖是有界的和递减的。因此
lim
n→∞
‖xn － p‖存在，从而{ xn} 有界。

然后，我们证明 lim
n→∞
‖xn － T( xn ) ‖ = 0。不失一

般性，我们假设

r∶ = lim
n→∞
‖xn － p‖ ( 13)

因此

limsup
n→∞

‖T( xn ) － p‖≤limsup
n→∞
( a‖xn － p‖ +

b‖xn － p‖) ≤limsup
n→∞

‖xn － p‖ = r ( 14)

由式( 11) 得到
limsup

n→∞
‖zn － p‖≤r ( 15)

现在，可以得到

r = limsup
n→∞

‖xn +1 － p‖ = limsup
n→∞

‖T( ( 1 －2γn ) T( zn ) +

γnT( yn) +γnT( wn) ) － p‖≤
a‖( 1 －2γn) T( zn) +γnT( yn) +γnT( wn) － p‖ +
b‖( 1 －2γn) T( zn) +γnT( yn) +γnT( wn) － p‖ =
( a + b)‖( 1 －2γn) T( zn) +γnT( yn) +γnT( wn) － p‖≤
( 1 －2γn)‖T( zn) － p‖ +γn‖T( yn) － p‖ +
γn‖T( wn) － p‖≤
( 1 －2γn) a‖zn － p‖ + ( 1 －2γn) b‖zn － p‖ +
γna‖yn － p‖ +γnb‖yn － p‖ +γna‖wn － p‖ +
γnb‖wn － p‖ ＜
( 1 －2γn)‖zn － p‖ +γn‖yn － p‖ +γn‖wn － p‖≤
( 1 －2γn)‖zn － p‖ +γn‖zn － p‖ +γn‖zn － p‖≤
‖zn － p‖
这意味着

r≤limsup
n→∞

‖zn － p‖ ( 16)

由式( 15) 和( 16) 得
r = limsup

n→∞
‖zn － p‖ =

limsup
n→∞

‖T( ( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) ) － p‖≤

a limsup
n→∞

‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ +

b limsup
n→∞

‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ ＜

limsup
n→∞

‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ ( 17)

limsup
n→∞

‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖≤

( 1 － αn ) ‖xn － p‖ + αn‖T( xn ) － p‖≤
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limsup
n→∞
［( 1 － αn ) ‖xn － p‖ + αna‖xn － p‖ +

αnb‖xn － p‖］＜
limsup

n→∞
［( 1 － αn ) ‖xn － p‖ + αn‖xn － p‖］≤

limsup
n→∞

‖xn － p‖ = r ( 18)

由式( 17) 和( 18) ，得到
limsup

n→∞
‖( 1 － αn ) xn + αnT( xn ) － p‖ = r ( 19)

根据引理 3 和式( 13) 、( 14) 、( 19) ，得到
lim
n→∞
‖xn － T( xn ) ‖ = 0 ( 20)

最后，我们证明 T( xn ) = p且 p是 T在 K上存在
唯一不动点。
‖xn － p‖≤‖xn － T( xn ) ‖ +‖T( xn ) － p‖ =
‖xn － T( xn ) ‖ + ( a + b) ‖xn － p‖
即

‖xn － p‖≤
‖xn － T( xn ) ‖
1 － ( a + b)

由 a + b ＜ 1 和式( 20) 得
‖xn － p‖→0
即证 T在 K上存在不动点 p，且{ xn}

∞
n = 1收敛于 p。

定理 3 设 X 是一致凸的 Banach 空间，K 为 X
的非空有界闭凸子集。T∶ K→K 是具有不动点的平
均非扩张映射，T 满足‖Tx － Ty‖≤a‖x － y‖ +
b{‖x － Tx‖ +‖y － Ty‖} + c { ‖ x － Ty ‖ +
‖y －Tx‖} ，其中x，y∈K，a，b，c≥0，a + 2b + 2c ＜ 1。
{ un} 是 T的 Mann迭代，{ xn} 是 T下新定义的迭代，
满足:

x1∈C
zn = ( 1 － γn ) xn + γnTxn

yn = ( 1 － βn ) zn + βnTzn
wn = ( 1 － θn ) yn + θnTyn

xn + 1 = ( 1 － αn ) Tzn +
αn

2 Tyn +
αn

2 Tw













 n

其中{ αn } ，{ βn } ，{ θn } ，{ γn } ［0，1］，n = 0，1，2
…。若 Mann迭代{ un} 收敛于 T的不动点 q，则新定
义的迭代收敛于 T的不动点 q。
证明: 由 Mann 迭代{ un } 收敛于 T 的不动点 q

知 un + 1 = ( 1 － αn ) un + αnTun，limn→∞
‖un － q‖ = 0 从而

‖un +1 － xn +1‖ = ( 1 －αn) un +αnTun － ( 1 －αn) Tzn －

αn

2 Tyn －
αn

2 Twn ≤

( 1 － αn ) ‖un － Tzn‖ +
αn

2 ‖Tun － Tyn‖ +

αn

2 ‖Tun － Twn‖≤

( 1 － αn ) ( ‖un － Tun‖ +‖Tun － Tzn‖) +
αn

2 ‖Tun － Tyn‖ +
αn

2 ‖Tun － Twn‖

‖Tun － Tzn‖≤a‖un － zn‖ + b( ‖un － Tun‖ +
‖zn － Tzn‖) + c( ‖un － Tzn‖ +‖zn － Tun‖) ≤
a‖un － zn‖ + b‖un － Tun‖ + b( ‖zn － un‖ +
‖un － Tun‖ +‖Tun － Tzn‖) +
c( ‖un － Tun‖ +‖Tun － Tzn‖ +‖zn － un‖ +
‖un － Tun‖) =
( a + b + c) ‖un － zn‖ + 2( b + c) ‖un － Tun‖ +
( b + c) ‖Tun － Tzn‖
类似的有

‖Tun － Tyn‖≤( a + b + c) ‖un － yn‖ +
2( b + c) ‖un － Tun‖ + ( b + c) ‖Tun － Tyn‖
‖Tun － Twn‖≤( a + b + c) ‖un － wn‖ +
2( b + c) ‖un － Tun‖ + ( b + c) ‖Tun － Twn‖
‖Tun － Txn‖≤( a + b + c) ‖un － xn‖ +
2( b + c) ‖un － Tun‖ + ( b + c) ‖Tun － Txn‖
因为 a + 2b + 2c≤1，所以 a + b + c≤1 － b － c，上式整
理得

‖Tun － Tzn‖≤M‖un － zn‖ + N‖un － Tun‖
‖Tun － Tyn‖≤M‖un － yn‖ + N‖un － Tun‖
‖Tun － Twn‖≤M‖un － wn‖ + N‖un － Tun‖
‖Tun － Txn‖≤M‖un － xn‖ + N‖un － Tun‖

其中 0≤M = a + b + c
1 － b － c ＜ 1，0≤N = 2( b + c)

1 － b － c。

又因为

‖un － wn‖ =‖un － ( 1 － θn ) yn － θnTyn‖≤
( 1 － θn ) ‖un － yn‖ + θn‖un － Tyn‖ ≤
( 1 － θn ) ‖un － yn‖ + θn‖un － Tun‖ +
θn‖Tun － Tyn‖≤
( 1 － θn ) ‖un － yn‖ + θn‖un － Tun‖ +
θnM‖un － yn‖ + θnN‖un － Tun‖≤
( 1 － θn ) ‖un － yn‖ +Mθn‖un － yn‖ +
( 1 + N) θn‖un － Tun‖ =
‖un － yn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖
‖un － yn‖ =‖un － ( 1 － βn ) zn － βnTzn‖≤
‖un － zn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖
‖un － zn‖ =‖un － ( 1 － γn ) xn － γnTxn‖≤
‖un － xn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖
即

‖un － zn‖≤‖un － xn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖
‖un － yn‖≤‖un － zn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖≤
‖un － xn‖ + 2( 1 + N) ‖un － Tun‖
‖un － wn‖≤‖un － yn‖ + ( 1 + N) ‖un － Tun‖≤
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‖un － xn‖ + 3( 1 + N) ‖un － Tun‖
因此

‖un + 1 － xn + 1‖≤( 1 － αn ) ( ‖un － Tun‖ +

‖Tun － Tzn‖) +
αn

2 ‖Tun － Tyn‖ +

αn

2 ‖Tun － Twn‖≤

( 1 － αn ) ( ‖un － Tun‖ +M‖un － zn‖ +

N‖un － Tun‖) +
αn

2 ( M‖un － yn‖ +

N‖un － Tun‖) +
αn

2 ( M‖un － wn‖ +

N‖un － Tun‖) ≤
( 1 － αn ) ( ( 1 + N) ‖un － Tun‖ + M( ‖un － xn‖ +
( 1 + N) ‖un － Tun‖) ) +
αn

2 ( M( ‖un － xn‖ + 2( 1 + N) ‖un － Tun‖) +

N‖un － Tun‖) +
αn

2 ( M( ‖un － xn‖ + 3( 1 + N) ‖un － Tun‖) +

N‖un － Tun‖)
化简后简记为‖un + 1 － xn + 1‖≤M‖un － xn‖ +
L‖un － Tun‖，其中 L是某个有限的常数。
由于‖q － Tun‖ =‖Tun － Tq‖≤
a‖un － q‖ + b( ‖un － Tun‖ +‖q － Tq‖) +
c( ‖un － Tq‖ +‖q － Tun‖) ≤
a‖un － q‖ + b( ‖un － q‖ +‖q － Tun‖) +
c( ‖un － q‖ +‖q － Tq‖ +‖q － Tun‖) =
( a + b + c) ‖un － q‖ + ( b + c) ‖q － Tun‖
整理得

‖q － Tun‖≤M‖un － q‖≤‖un － q‖
‖un － Tun‖≤‖un － q‖ +‖q － Tun‖
lim
n→∞
‖un － q‖ = 0 可知‖un － Tun‖→0，由 M ＜ 1 得

lim
n→∞
‖un － xn‖ = 0。又因为‖xn － q‖≤‖xn － un‖

+‖un － q‖，所以 lim
n→∞
‖xn － q‖ = 0。即证新定义

的迭代收敛于 T的不动点 q。
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